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 مقدمه
در اين سلسله مقاله ها سعی در اشاعة مفهوم ها و تفكر هندسی داريم و می كوشيم دانش آموزان و مخاطبان مجله را با ساختار هندسه و 
مفهوم های اولية آن آشنا كنيم. اين مجموعه مخصوص دانش آموزی است كه در دوران ابتدايی تا حدودی با مفهوم های هندسه به طور 
شهودی و غيرمستقيم آشنا شده است. در اين مقاله ها بررسی و بيان مفهوم های هندسی دقيق تر از آن است كه دانش آموزان در دورة 
ابتدايی با آن ها آشنا می شوند. در دورة اول متوسطه، دانش آموزان در سطح 2 و تا حدودی در سطح 3 از مدل توسعة تفكر هندسی قرار 
می گيرند. يعنی در اين سطح دانش آموزان بايد بتوانند رابطه های موجود بين شكل های هندسی را تشخيص دهند و آن ها را براساس 
ويژگی ها دســته بندی كنند. مثلاً در يك چهارضلعی، ضلع های مقابل دوبه دو موازی اند و در نتيجه، زاويه های مقابل هم اندازه هستند. 
در اين ســطح اثبات های غيررســمی را دنبال می كنيم و دانش آموزان را با اثبات هايی با گام های محدود آشنا می سازيم. می كوشيم از 
اســتدلال های غيررسمی گام به گام وارد درک استنتاج شــويم و آن ها را با استدلال های رسمی تر آشنا كنيم. به همين دليل آموزش 
هندسه در سال های هفتم، هشتم و نهم از اهميت ويژه ای برخوردار است. در اين سال ها با مرور مفهوم هايی كه در دورة ابتدايی با آن ها 
آشــنا شده اند و استفاده از نمادها و حرف های لاتين، برای مفهوم هايی مانند پاره خط، زاويه و اندازه های آن ها و همچنين مثلث و كلاً 
چندضلعی ها، سعی می شود دانش آموزان با تعريف های بيشتر و دقيق تری آشنا شوند. از جمله اساسی ترين مفهوم هايی كه در اين دوره 
شما دانش آموزان با آن ها آشنا می شويد، می توان به هم نهشتی، تقارن و تبديل های هندسی مانند بازتاب )برگرداندن(، انتقال )لغزاندن(، 
دوران )چرخاندن( و تشابه اشاره كرد. همچنين يكی ديگر از سرفصل های مهم، تفكر و تجسم فضايی و بررسی شكل های سه بعدی است 
كه در اين دوره همراه با محاسبة مساحت و حجم مطالعه می شوند. در قسمت هاي قبلي با مفهوم هاي نيم خط، پاره خط، اندازة پاره خط، 

هم نهشتي و زاويه آشنا شديم. در اين قسمت به توضيح درون زاويه، نيمساز زاويه و انواع آن مي پردازيم. 



 درون زاويه، نيمساز زاويه و انواع 
زاويه ها

OA که شامل 
����

اشتراک طرفی از خط 
 OB
����

نقطة B اســت، با طرفی از خط 
که شــامل نقطة A است را درون زاویة 

AOB می نامیم.
∠AOB اشتراک  در شکل 1. درون زاویة 
دو قســمت سایه زده شده است؛ یعنی، 
OA که شامل 

����
اشــتراک طرفی از خط 

OB که 
����

نقطة B است، با طرفی از خط 
شامل نقطة A است.

شكل 1

هــر نقطه را کــه درون زاویه نباشــد، 
برون زاویه می نامند. به کمک درون زاویه 
می توانیم چند مفهوم دیگر را در زاویه 

تعریف کنیم.

شكل 2

 AOB نقطــه ای درون زاوية D اگر
باشد )شــكل 2(، نيم خط OD را 
نيم ســاز اين زاويه گوييم. هرگاه: 

.
یعنی نیم ســاز یک زاویه آن زاویه را به 
دو زاویة هم نهشت )با اندازه های برابر( 
تقسیم می کند. اگر اندازة زاویه ای برابر 
عدد r باشد، به وسیلة نیم ساز زاویه، دو 
زاویه ساخته می شوند که در یک ضلع 
مشترک و هیچ نقطة درونی مشترکی 
اندازة هرکدام برابر  ندارند؛ به طوری که 

r است.
2

وقتی حرف از ســاختن یــک زاویه به 
اندازة معینی می شــود، یکی از مفاهیم 
هندسه که در زمان اقليدس به سختی 
به  امروزه  تعریف شــود،  می توانســت 
سادگی تعریف می شود. زیرا چنانچه بیان 
کردیم، در زمان اقلیدس همة عددهایی 
را که امروز می شناســیم، شناخته شده 

2 خود داستانی مفصل  نبودند. مثلًا 
دارد. امروزه با شناخت این عددها، بیان 

مفهوم های هندسی نیز ساده شده اند.
پذیرفتن ویژگی زیر که به »اصل ساختن 
زاویه« نیز معروف است، مشکل ما را در 
هم نهشتی زاویه ها و به طور شهودی در 
منطبق کــردن زاویه هــا روی هم حل 

می کند.

روی  نيم خطی  کنيــم   فرض 
مرز نيم صفحة H باشد. )شكل 3( 
برای هــر عدد r بين صفر و 180، 
 H در P دقيقاً يک نيم خط  که

است وجود دارد که:

شكل 3

چگونــه از این ویژگی در حل مســئله 
استفاده می کنیم؟

در شکل 4 فرض کنیم: 
 m AOB m AOC r∠ = ∠ =
 OA در یک طرف خط C و B حال اگر
واقع باشند، آن گاه بنا بر اصل ساختن 
OC بر هم منطبق 

����
OB و 
����

زاویه باید 
. این تساوی  OC OB=

���� ���� شوند. یعنی 
این همان  به معنــی یکی بودن یــا »

است« می باشد.

اکنون با اســتفاده از مفهوم درون زاویه و 
یادآوری چند تعریف از سال های قبل، به 
یک واحد اندازه گیری برای زاویه می رسیم.

اگــر مجموع اندازه هــای دو زاویه 90° 
باشد، آن دو زاویه را متمم گویند. اگر 
مجموع اندازه های دو زاویه °180 باشد، 

آن دو زاویه را مکمل گویند.

دو زاوية مجاور: هر دو زاویه را که در 
یک صفحه باشند، مجاور گوییم، هرگاه 
در یک ضلع مشترک و هیچ نقطة درونی 

مشترکی نداشته باشند.

شكل 5

در شکل 5، دو زاویة AOB و BOC در 
ضلع OB مشترک هستند. می توانیم دو 
زاویة مجاور را به این صورت نیز تعریف 
کنیم: »هر دو زاویه را که در یک ضلع 
مشترک و دو ضلع دیگر به جز رأس، در 
دو طرف خط شامل این ضلع مشترک 

باشند، مجاور می نامیم.«
OB ضلع مشــترک دو 

����
در شــکل 5، 

OC به جز O در دو 
����

OA و 
����

زاویــه و 
OB واقع اند.

����
طرف خط 

OC دو نیم خــط 
����

OA و 
����

در شــکل 6، 
OB نیم خط دلخواهی 

����
متقابل هستند و 

اســت. در این صــورت دو زاویة مجاور 
AOB و BOC را مجانــب می نامیم. 
با پذیرفتن اینکه هــر دو زاویة مجانب 
مکمل هستند، می توانیم واحدی برای 

اندازه گیری زاویه معرفی کنیم.
شكل 6

اگــر دو زاويـه مجـانب باشنـد، 
آن گاه مکمل اند.

اگــر دو زاویة مجانب هم اندازه باشــند، 
آن گاه چــون مجمــوع اندازه های آن ها 
برابر °180 است، پس اندازة هریک برابر 
°90 اســت. در این صورت هریک از این 

زاویه هــا را قائمه می نامند )شــکل 7(. 
بنابراین:

يک زاويه را زاوية قائمه می نامند. 
هرگاه اندازة آن برابر °90 باشد.

شكل 7
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1 اندازة زاویة قائمه 
90

در ایــن صورت، 
را یــک درجه می نامیم. یک درجه را با 

نماد °1 نشان می دهند. بنابراین:

يک درجه عبارت است از  اندازة 
زاوية قائمه.

اگر اندازة یک زاویــه بین صفر و 90° 
باشد، آن گاه زاویه را »حاده« گویند.

اگر اندازة یــک زاویه بین °90 و 180° 
باشــد، آن گاه زاویــه را »منفرجــه« 

می نامند.
اقلیــدس اصلی را بیان کــرده بود که 

به صورت زیر است:

اصل چهارم اقليدس: همة زاويه های 
قائمه برابرند.

امروزه این برابری بــه معنی هم اندازه 
بودن یا همان هم نهشتی دو زاویه است.
اما با تعریف هم نهشتی دو زاویه برحسب 
اندازه ها، چون اندازة همة زاویه های قائمه 
برابر 90 است در نتیجه هم نهشت اند و 
نیازی به این اصل نیست. نیم خط های 
متقابل را قبلًا تعریف کردیم. به کمک 
آن دو زاویة متقابــل به رأس را تعریف 

می کنیم.

دو زاويه را متقابل به رأس می نامند 
هرگاه ضلع های هريک نيم خط های 

متقابل ضلع های ديگری باشد.

شكل 8

∠COD متقابل  ∠AOB و  در شکل 8 
OD دو نیم خط 

����
OA و 
����

به رأس هستند، 
OC نیز دو نیم خط 

����
OB و 
����

متقابل اند و 
 AOC∠ ∠BOD و  متقابل هســتند. 
نیز متقابل به رأس هستند، چرا؟ چون 
قول داده ایم که گام به گام وارد اثبات های 
هندسی بشویم، در این قسمت اثباتی را 
بیان خواهیم کرد که در مورد هم نهشتی 

دو زاویة متقابل به رأس است.
در ریاضی هر آنچــه را که بدون اثبات 
می پذیریــم، »اصــل« می نامنــد و هر 

آنچــه را که نیاز به اثبات دارد، »قضیه« 
می گویند.

این مفهوم ها به توضیح های بیشــتری 
نیاز دارند، اما ما در این بخش های اولیه 
وارد این بحث ها نخواهیم شــد و به طور 
غیررســمی از آن ها یــاد می کنیم. در 
بخش های بعدی دربارة منطق ریاضی و 
اثبات ها به طور مشروح تر بحث خواهیم 
کــرد. در قضیة زیر کاربــرد آنچه را که 
تاکنون تعریف و بیان کرده ایم، مشاهده 
می کنید. ابتدا صورت قضیه و ســپس 

اثبات آن را توضیح می دهیم.

قضية زاويه های متقابل به رأس:
 O در نقطه CD و AB اگر خط های
 C و همچنين بين B و A که بيــن
و D است، متقاطع باشند، آن گاه: 

اثبات: خلاصة صــورت قضیه چنین 
است: اگر دو زاویه متقابل به رأس باشند، 

آن گاه هم نهشت اند )شکل 9(.

شكل 9

 B و A بین O 1. بنــا به فرض، چــون
 O هر نیم خطی با ابتدای OC

����
است و 

 AOC اســت. بنا بر تعریف، زاویه های
و COB مجانب انــد )تعریــف دو زاویة 

مجانب(.
، D و  C بین O 2. بــه همین ترتیــب
OB هــر نیم خط با ابتدای O اســت. 

����

∠BOD نیز  ∠COB و  در نتیجــه: 
مجانب اند.

  m AOC m COB∠ + ∠ =180�  .3
همچنین: 

 m COB m BOD∠ + ∠ = 0180
)اصل دو زاویة مجانب مکمل اند(.

 .4
 m AOC m COB m COB m BOD∠ + ∠ = ∠ + ∠

∠COB را از دو طرف  اکنون مقــدار 
کم می کنیم. در نتیجه:

m AOC m BOD∠ = ∠ .
m در  AOC m BOD∠ = ∠ 5. چون: 

نتیجه بنا بر تعریف هم نهشــتی داریم: 
. AOC BOD∠ ≅ ∠

اکنون برای تمرین بیشتر در قضیة بالا 
قضیة دیگــری را در فعالیت زیر دنبال 
می کنیم که به طریقــی جای فرض و 

آنچه باید ثابت کنیم، عوض شده است.

فعاليت: فرض کنیم در یک صفحه دو 
زاویة هم نهشــت رأس مشترک دارند و 
یک ضلع یکی نیم خط متقابل ضلعی از 
زاویة دیگر باشــد و دو ضلع دیگر به جز 

رأس در دو طرف این خط باشند. 
در شکل 10 داریم:

 OD
����

 ، OA
����

و   AOB COD∠ ≅ ∠  
دو نیم خط متقابل هستند.

 m AOB m COD∠ = ∠ از  چگونــه 
نتیجه می گیرید:

m COD m DOB∠ + ∠ =180

شكل 10

اکنون بنا بــر زاویه های مکمل و اصل 
نتیجه می گیرید  زاویه چگونه  ساختن 
OC دو نیم خط متقابل 

����
OB و 
����

کــه 
هستند؟

∠AOB و   ســپس نتیجه بگیریــد: 
∠COD متقابل به رأس هستند.

 OC
����

OA و 
����

در شــکل 11، دو نیم خط 
 m AOB r∠ = +2 متقابل هستند و 10
اندازه هــای   m BOC r∠ = −11 12 و 

هریک از این زاویه ها را محاسبه کنید.

شكل 11
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